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1 はじめに

2次元平面上に計算資源が配置された動的に再構成可能
なシステムにおいて，全体タスクが少ない計算資源で
短時間に完了するよう部分タスクを矩形状の計算資源
にある期間割り当てる問題は，計算資源を 2次元平面
とし時間軸を第 3軸とする 3次元空間に，部分タスク
に対応する直方体を互いに重なることなく埋め込む直
方体パッキング問題と見立てることができる．しかし，
部分タスクは独立した処理ではなく処理順序に制約が
課されるため，その制約を満足するようなパッキングを
求めなければならない．我々は，処理順序の制約を考慮
した直方体パッキング問題を 3次元スケジューリング問
題と呼ぶこととする．

3次元スケジューリング問題は，直方体パッキング問
題がそうであることからも分かるように，NP困難であ
る．したがって，3次元スケジューリング問題に対して
は，処理順序制約を考慮しながら，直方体パッキング表
現手法と確率的探索手法とを組み合わせて準最適解を
求めるアプローチが考えられる．
これまで提案された直方体パッキング表現手法は，順

列による表現，木構造による表現，BSG構造による表
現，グラフによる表現に大別される．順列による表現に
は，2次元パッキングを表現する Sequence-Pair [4]を 3
次元に拡張した，直方体名の順列を 3つ用いることで直
方体対の相対位置制約を表現する Sequence-Triple [6]，
順列を 4つ用いて表現する Sequence-Quadruple [9]，順
列を 5つ用いて表現する Sequence-Quintuple [6]があ
る．木構造による表現には，2次元パッキング表現とし
て有名なスライス木を 3 次元に拡張した手法 [1] が提
案されている．また，2次元パッキング表現手法の O-
Tree [2]を直方体パッキングへ拡張した手法 [10]があ
る．BSG構造による表現には，2次元パッキング表現
手法のBSG [5]を 3次元に拡張した 3D BSG [8]が提案
されている．グラフによる表現には，2次元パッキング
表現手法の TCG(Transitive Closure Graph)を 3次元
に拡張した 3D-subTCG [7]が提案されている．これら
の手法は，どんな直方体パッキングでも表現可能である

が良いパッキング結果を得にくかったり，良いパッキン
グ結果を得やすいが表現できないパッキングが存在した
りと，一長一短である．
これまでに提案された 3次元スケジューリング手法は，

3D-subTCGを用いた手法 [7]と，Sequence-Quintuple
を用いた手法 [3]がある．しかし，3D-subTCGを用い
た手法は，[7]で提案されている隣接解の生成手法では非
許容解を生成してしまうことがある．また，Sequence-
Quintupleを用いた手法 [3]は，我々が仮定している問
題設定と異なり，各タスクの処理時間が可変で，指定さ
れたタスク対が時間的に重ならなければならないとい
う制約を与えている．
本稿では，各直方体パッキング表現手法が表現する

パッキングの特徴や，各手法同士を比較することにより
表現可能なパッキングの包含関係を示す．また，3次元
スケジューリング問題において使用する計算資源の大き
さを指定する場合，指定しない場合に対して，どの表現
が有効であるかを実験的に示す．

2 直方体パッキング表現と 3次元スケジューリング

2.1 直方体パッキング問題

直方体パッキング問題とは，直方体の集合M が与えら
れたとき，各直方体を互いに重なることなく最も小さい
体積の直方体内に配置せよ，という問題である．説明の
都合上，x軸の増加 (減少)方向を右 (左)，y 軸の増加
(減少)方向を後 (前)，z 軸の増加 (減少)方向を上 (下)
と呼ぶ．また，直方体 aの右端の x座標が直方体 bの
左端の x座標と同じか小さいとき，直方体 aは直方体 b
の左にあるという．右，前後，上下の相対位置関係に関
しても同様に定義する．直方体パッキングでは，任意の
直方体対は左右前後上下の少なくとも 1つ，高々3つの
相対位置関係を持つ．図 1(a)に示すパッキングでは，a
は cの左右前後上のいずれでもなく下にあり，同様に c
は bの下にある．一方，aは bの下でありかつ前にある．
ここで，4つの直方体 a, b, c, dの任意の直方体対に相

対位置関係を制約として与えるだけで図 1(a)に示すパッ
キングを表現する方法について考える．aは cの下，c
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図 1: aと bに間接的に 2方向の相対位置制約が与えら
れる直方体パッキング．
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図 2: aと bに間接的に 3方向の相対位置制約が与えら
れる直方体パッキング．

は bの下という制約が与えられなければ，aと c，cと
bの相対位置関係を満たすことができず，このパッキン
グを表現することができない．このとき，cを介して間
接的に aは bの下という制約が与えられる．同様に，d
を介して間接的に aは bの前という制約が与えられる．
つまり，直方体パッキング表現手法がこのパッキングを
表現するとき，間接的に aは bの下かつ前という 2方
向の相対位置制約を与える．このような間接的な 2方
向の相対位置制約は，上下方向かつ左右方向，上下方向
かつ前後方向，左右方向かつ前後方向の場合があり，間
接的な 3方向の相対位置制約は，上下方向かつ左右方
向かつ前後方向の場合がある．
【性質 1】 与えられた直方体の任意の直方体対に相対
位置制約を与えるだけで直方体パッキングを表現する場
合，表現手法が任意の直方体パッキングを表現できるな
らば，その表現手法は直方体対に対して間接的に 2方
向や 3方向の相対位置制約を与えることがある． ■

2.2 3次元スケジューリング問題

3次元スケジューリング問題では，幅 (x軸方向の長さ)，
長さ (y 軸方向の長さ)，処理時間 (時間軸方向の長さ)
を持つタスク集合M と，あるタスク bの処理が開始さ
れる前に，タスク aの処理が完了していなければなら
ないというタスクの処理順序の制約を表す順序対 (a, b)
の集合 C が与えられる．ここで，タスクを点に，処理
順序制約を有向枝に対応させたグラフについて考える．
もし，このグラフにサイクルが存在した場合，全ての処
理順序制約を満たすスケジューリングを行なうことは
不可能である．したがって，与えられる処理順序制約を

表すこのグラフはDAGとなる．3次元スケジューリン
グ問題は，このような入力が与えられたときに，タス
クの処理時間を変えずに全ての処理順序制約を満たし，
各タスクが 3次元的に重なりがないという制約の下で，
全タスクが出来るだけ少ない計算資源で短時間に完了
するような各タスクの x-y 平面への配置と処理の開始
時間を求める問題である．

3次元スケジューリング問題は，直方体パッキング問
題を解く手法において処理順序制約を考慮することで
解くことができる．例えば，処理順序制約 (a, b)が与え
られたとき，直方体パッキングにおいて，aは bの下と
いう相対位置制約を与える表現のみを探索すれば良い．
本稿では，全ての処理順序制約に対し，処理順序制約を
満たすように上下制約を与える直方体パッキング表現を
処理順序制約許容解と呼び，この処理順序制約許容解空
間のみで，確率的探索手法を用いて準最適解を探索する
ことにする．

2.3 順列を用いた表現手法

順列を用いた表現手法は，2 次元パッキング表現
手法の Sequence-Pair [4] を 3 次元へ拡張した手
法である．Sequence-Triple (ST) [6] は，3 つの
順列の組 (Γ1, Γ2, Γ3) により，Sequence-Quadruple
(SQuad) [9] は，4 つの順列の組 (Γ1,Γ2, Γ3, Γ4) によ
り，Sequence-Quintuple (SQuin) [6] は，5つの順列の
組 (Γ1, Γ2, Γ3, Γ4, Γ5)により，直方体対に対し相対位置
制約を与え，直方体パッキングを表現する手法である．
それぞれの表現手法において，任意の直方体対 a, bの相
対位置制約は表 1のように与えられる．説明の都合上，
[6]で提案されている STや SQuinの制約の与え方とは
異なるが，直方体パッキングの性質は変わらないことに
注意されたい．また，SQuad，SQuinと同様，上下制
約を Γ1, Γ2 により制約を与えるように STを変更した
表現手法を Rotated STとする．
順列を用いた表現手法から，各相対位置制約に基づ

いて x, y, z 軸それぞれの制約グラフを作成し，それら
から最長パス長を計算して各直方体の座標値を定める
ことで直方体パッキングを得ることができる．与えられ
た順列を用いた表現に対応する直方体パッキングは必ず
存在することが知られている [6, 9]．

STと Rotated STは，各直方体対に対して 1方向の
相対位置制約を直接与える．この制約は推移律を満たす
ため，間接的に与えられる相対位置制約が直接与える相
対位置制約と異なることはない．つまり，STとRotated
STは直方体対に 2方向以上の相対位置制約を与えるこ
とはない．したがって，図 1，図 2のようなパッキング
を表現できないことが知られている [6, 9]．

SQuadは，各直方体対に対して 1方向の相対位置制
約を直接与える．しかし，この制約は推移律を満たさな
いため，間接的に与えられる相対位置制約が直接与え
る相対位置制約と異なることがある．このため，直方
体対に 2方向以上の相対位置制約を与えることがある．
Γ1, Γ2 の 2つの順列で上下制約を，Γ3, Γ4 の 2つの順
列で左右，前後制約を与えるので，上下方向かつ左右方
向，上下方向かつ前後方向の相対位置制約を与えること



表 1: 直方体 a, bの相対位置制約の与え方．各順列において前にある直方体名を表記している．()は制約を与える
条件を，–はなし，∗はどちらが前でも良いことを示している．

表現手法 相対位置制約 Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5 aは bの
左右 a a ∗ – – 左

ST 前後 a b a – – 前
上下 a b b – – 下
左右 a b a – – 左

Rotated ST 前後 a b b – – 前
上下 a a ∗ – – 下
左右 (上下制約がない) a a – 左

SQuad 前後 (上下制約がない) a b – 前
上下 a a ∗ ∗ – 下
左右 ∗ ∗ a a ∗ 左

SQuin 前後 (x-z 平面で重なる) a 前
上下 a a ∗ ∗ ∗ 下
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図 3: SQuad (acbd, dacb, cadb, bcda)の制約グラフ．

ができる．しかし，左右方向かつ前後方向の相対位置制
約と，3方向の相対位置制約を与えることができない．
例えば，図 1(b)は aは bの左かつ前という 2方向の相
対位置制約を与えなければならないので SQuadでは表
現できない [9]．

【定理 1】 SQuadはRotated STより多くの直方体パッ
キングを表現できる．
（証明） Rotated ST (Γ1, Γ2, Γ3)が与えられたとする．
このとき，SQuad (Γ1, Γ2,Γ1, Γ3) は Rotated STと同
じ制約を与えるのは明らかである．
また，SQuad (acbd, dacb, cadb, bcda)について考える．

このとき，図 3の制約グラフを得る．これより，図 1(a)
のパッキングを得ることができる．図 1(a)のパッキン
グは，Rotated STでは表現できないパッキングである．
ゆえに，SQuadは Rotated STより多くの直方体パッ
キングを表現できることが証明された． ■

SQuinは，与えられた任意の直方体パッキングに対
応する表現が必ず存在することが知られている [6]．し
かし，SQuinは直方体対に対して 2方向の相対位置制
約を直接与えることがある．直方体が 2つの場合を考え
てみよう．図 4に，SQuin (ab, ab, ab, ab, ab)に対応す
るパッキングを示す．この順列の組が表す制約は Γ1,Γ2

より aは bの下，Γ3, Γ4 より aは bの左となり，aと b
に 2方向の相対位置制約が直接与えられる．しかし，一
次元圧縮により，このパッキングより小さなパッキング
が生成される．ST，Rotated ST，SQuadでは，先に述
べたように，直方体対に 2方向の相対位置制約が直接

b

a

図 4: SQuin (ab, ab, ab, ab, ab)に対応するパッキング．

与えられることがないので，このようなパッキングを得
ることがない．

Rotated ST，SQuad，SQuinは，Γ1, Γ2によって上
下制約を表す．3次元スケジューリング問題において処
理順序制約を表す順序対 (a, b)が与えられているとき，
Γ1, Γ2 で bより aの方が前にあれば，直方体パッキン
グ問題で aは bの下という制約が与えられ，3次元スケ
ジューリング問題での処理順序制約 (a, b)を必ず満たす．
全ての処理順序制約が Γ1, Γ2で上記の関係にあるとき，
その順列の組は処理順序制約許容解である．
本稿では，確率的探索手法として，Simulated Anneal-

ing(SA)を用いる．SAにおいて，順列を用いた表現の
中で処理順序制約許容解空間のみを探索するために，以
下の隣接解の生成手法を用いる．

1. タスクを 1つ選び，幅と長さを交換する．(直方
体パッキング問題における z軸を中心に 90◦回転
させることに対応する．)

2. タスクを 2つ選び，全ての順列において選んだ 2
つのタスクを交換して得られる順列の組が処理順
序制約許容解ならば，交換する．

3. タスクを 2つと順列を 1つ選び，その順列におい
て選んだ 2つのタスクを交換して得られる順列の
組が処理順序制約許容解ならば，交換する．

タスクを z軸のみを中心に 90◦回転させるのは，x-y
平面でのタスクの向きは変えることができるが，各タス
クの処理時間は変えられないとしたからである．
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図 5: スライス構造とスライス木．

【定理 2】 ([9]) 順列を用いた表現手法において，上記
の隣接解の生成手法を用いることにより，処理順序制約
許容解空間の任意の解から他の任意の解を生成できる．

■
実際に処理順序制約を満たす順列を得るには，全て

の処理順序制約を満たすようにタスクに全順序をつけ，
その全順序に対応する順列を Γ1,Γ2 とすれば良い．ま
た，処理順序制約許容解の隣接解が処理順序制約許容解
であるかどうかは，O(1)時間で判定できる [9]．

2.4 スライス木を用いた表現手法

スライス木を用いた表現手法 [1]では，X, Y, Z のラベ
ルによりスライス面の向きを表す |M | − 1個の内部点
と，各直方体に対応する |M |個の葉を持つ 2分木によ
り，直方体パッキングを表現する (図 5)．例えば，内部
点のラベルが Y ならば，その内部点の左側の子孫は右
側の子孫より前，という相対位置制約が与えられる．
順列を用いた表現手法から直方体パッキングを得る

ためには O(|M |2)時間を要するのに対し，スライス木
を用いた表現手法ではO(|M |)時間となり，高速に直方
体パッキングを得ることができる．しかし，スライス構
造は一般構造と比べ限定された構造であり，表現できな
いパッキングが STや Rotated STより多く存在する．
これは，スライス構造から STや Rotated STへ容易に
変換できることから明らかである．
【定理 3】 STや Rotated STは，スライス木を用いた
表現手法より多くの直方体パッキングを表現できる．■
例えば，スライス木を用いた表現手法は図 1に示し

たパッキングを表現できず，図 1(a)から直方体 bを取
り除いたパッキングさえも表現できない．

3次元スケジューリング問題においては，処理順序制
約が与えられている 2つのタスクに最も近い共通先祖
のラベルが Z で，処理順序制約の順序対における前の
タスクが左側の子孫に，後のタスクが右側の子孫にあれ
ば，その処理順序制約を満たす．全ての処理順序制約に
おいて上記の関係を満たすとき，そのスライス木は処理
順序制約許容解である．

SAにおいて，スライス木を用いた表現の中で処理順
序制約許容解空間のみを探索するために，以下の隣接解
の生成手法を用いる．

1. スライス木の 1点 (内部点または葉)を選び，幅と
長さを交換する．(直方体パッキング問題におい
て，選んだ点とその子孫からなる全ての直方体を
z軸を中心に 90◦ 回転させることに対応する．)

2. スライス木の中から，先祖と子孫の関係にない 2
点 (内部点または葉)を選び，それぞれの点を根
とした 2つの部分木を交換して得られるスライス
木が処理順序制約許容解ならば，交換する．

3. スライス木の内部点を 1つ選び，その点のラベル
をランダムに付け替えて得られるスライス木が処
理順序制約許容解ならば，ラベルを付け替える．

[1] では，x, y, z 軸を中心にした 90◦ 回転と (2)の隣
接解の生成手法のみが提案されている．しかし，我々は
3次元スケジューリング問題では各タスクの処理時間を
変えないとしたため，x軸と y軸を中心にした 90◦回転
は行わない．すると，(1)と (2)の隣接解の生成手法の
みでは Z とラベル付けされている内部点の数が変わら
ない．つまり，初期解に依存した 3次元スケジューリン
グ結果しか得られなくなってしまう．そこで，これを避
けるために (3)の隣接解の生成手法を加えた．しかし，
この隣接解の生成手法は，順列を用いた表現の隣接解の
生成手法と異なり，任意の処理順序制約許容解から他の
任意の処理順序制約許容解を必ずしも生成できない．ま
た，処理順序制約許容解であるかを判定するためには，
O(|C| · |M |)時間を要してしまう．
2.5 木構造データを用いた表現手法
O-Tree [2] を基にして提案された木構造データを用い
た直方体パッキング表現手法 [10] は，兄弟関係を区別
しない根付き多分木である x制約，及び y 制約を表す
2 つの制約木と，z 制約を表す 1 つの順列により，直
方体パッキングを表現する手法である．与えられた左
下前詰め直方体パッキングに対応する木構造データを
用いた表現が必ず存在する [10]．また，SQuinの解の
総数が (|M |!)5 に対して，この表現手法の解の総数は
(|M |+ 1)2(|M |−1) · |M |! < (|M |!)5 となり解空間が小さ
い．しかし，SQuinと同様，直方体対に 2方向の相対
位置制約が直接与えられる場合がある．また，DAGを
木構造に埋め込むのが難しいため，3次元スケジューリ
ング問題に拡張するのは，困難であると考えられる．

2.6 3D BSG

2次元パッキング表現手法のBSG [5]を 3次元に拡張し
た 3D BSG [8]は，部屋と呼ばれる立方体と，部屋対の
相対位置制約を与えるセグと呼ばれる仕切り板により，
直方体パッキングを表現する手法である．|M |以上の部
屋からなる 3D BSGを用意しておき，部屋に高々1個
の直方体を割り当てることで直方体パッキングを表現
する．[8]では，部屋数を O(|M |)に抑えることにより，
直方体パッキングを O(|M |)時間で得ている．

3D BSG構造を y 軸に垂直な平面へ y 軸に平行に投
射すると，2次元の BSGと同じ構造になる．2次元の
BSG構造は任意の部屋対に 1方向の相対位置制約を与
え，この制約が推移律を満たすため，間接的な 2方向
の相対位置制約を与えることはない．ゆえに，3D BSG
は，上下かつ左右方向の相対位置制約と，3方向の相対
位置制約を与えることができないので，表現できない
パッキングが存在する．また，SQuinや木構造データを
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(a) 初期の 3D-subTCG (許容解).
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(b) Cv の (e, d)を Ch に Transpositional Move.
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(c)Cv の (a, c)を Ch に Transpositional Move. サイク
ル (a, b, c)により非許容解．

図 6: 3D-subTCGが非許容解を生成する例.

用いた表現手法と同様，直方体対に 2方向の相対位置
制約が直接与えられる場合がある．さらに，3次元スケ
ジューリング問題において，相対位置制約が与えられて
いる部屋に処理順序制約を満たすようにタスクを割り
当てることは，困難であると考えられる．

2.7 3D-subTCG

3D-subTCG [7] は，順列を使わず，推移律が成り立つ
3つのDAGから一部の推移的な枝を省略した制約グラ
フにより直方体パッキングを表現する手法である．し
かし，与えられた 3つのDAGが 3D-subTCGであると
判定することが難しく，解空間を探索する際に許容な隣
接解の生成も困難である．[7]で提案されている隣接解
の生成手法では非許容解を生成してしまう場合がある
(図 6)．

3 実験結果

3次元スケジューリング問題における各直方体パッキン
グ表現手法の有効性を調べるため，処理順序制約許容解
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図 7: 計算資源の大きさを指定しない場合の処理順序制
約数 40における探索時間とパッキング率の関係．

空間のみを探索する順列を用いた表現手法とスライス木
を用いた表現手法を SAに組み込んで実験した．SAの
各パラメータは，[11]を参考に設定した．具体的には，
初期温度と終了温度は予備実験を基に定めて，温度降
下係数を変更することによって探索時間を変更して実
験を行なった．入力には [10] で用いられたデータと同
じである，幅，長さ，処理時間をそれぞれ 5から 50の
整数値からランダムに決めて作成した 30個のタスクを
用いた．処理順序制約はグラフで表現したときにDAG
になるように，ランダムに決めたものを用いた．実験に
は，Pentium4 3.06GHz/512K，512MB RAMの計算機
を使用した．
まず，使用する計算資源の大きさを指定せずに実験を

行なった．SAの評価関数はパッキング率とした．パッ
キング率とは，得られた直方体パッキングの外周直方体
体積を直方体の体積の総和で割った値である．処理順
序制約数を 40とし，それぞれの表現手法，及び探索時
間で，SAを 50回適用したときの平均の結果を図 7 に
示す．
探索時間を短く設定したときは，スライス木を用い

た表現手法のパッキング率が最も良くなる傾向にある
ことが分かった．しかし，探索時間を長く設定したとき
は，スライス木を用いた表現手法は，探索時間を短く設
定したときからの改善がそれほど大きくなく，Rotated
STのパッキング率の方が良くなる傾向にあった．また，
探索時間をどのように設定しても，SQuadや SQuinよ
りもRotated STのパッキング率の方が良くなる傾向に
あった．このような結果は処理順序制約数を 10,20,30に
変えて実験を行なった場合にも見られた．
次に，使用する計算資源の大きさを指定して，実験を

行なった．計算資源の幅と長さが指定されているとき，
直方体パッキングの外周直方体の幅と長さから，幅の違
反量，長さの違反量が求まる．そこで，SAの評価関数
は，α ·(幅の違反量+長さの違反量)+β ·高さ+γ ·パッキ
ング率とした．(第 1項) � (第 2項) � (第 3項)とす
ることにより，計算資源の大きさ指定を満たし，高さを
より低くしつつ，より良いパッキング率となる解が得ら
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図 9: 計算資源大きさを指定する場合の処理順序制約数
40における探索時間とパッキング率の関係．

れると考えられる．実際には，第 1項 � 100 · (第 2項
) � 10000 · (第 3 項) となるように設定し，実験を行
なった．
処理順序制約数を 40，計算資源の幅と長さを 50に指

定し，それぞれの表現手法，及び探索時間で，SAを 50
回適用した．探索時間が 3秒のときに，STでは 39回，
SQuinでは 5回，大きさの指定を違反するパッキング
が得られた．そこで，大きさの指定を満たしたパッキン
グの平均の高さの結果を図 8に，平均のパッキング率
の結果を図 9に示す．
計算資源の大きさを指定する場合においても，指定

しない場合と同じような結果が得られた．ただし，全て
の直方体パッキング表現手法において，計算資源の大き
さを指定する場合の方が，指定しない場合より，パッキ
ング率が良くなっている．これは，大きさを指定するこ
とにより SAにて探索する解空間が小さくなり，より効
率良く解の探索が行なわれたからであると考えられる．

4 まとめ

本稿では，直方体パッキングの各表現手法の特徴を示し，
3次元スケジューリング問題において，各直方体パッキ
ング表現手法の有効性を比較した．探索時間を短く設定

したときには，解空間が小さく，短時間でより多くの解
を探索できるスライス木を用いた表現手法が良い結果
になった．しかし，探索時間を長く設定すると，順列を
用いた表現手法の方が良い解を得る傾向にあった．この
理由は，順列を用いた表現手法の方がより多くの解が表
現できること，スライス木を用いた表現手法は任意の処
理順序制約許容解を生成できるとは限らないこと，など
が考えられる．また，順列を用いた表現手法の中では，
Rotated STが最も良い結果を得た．このことから，直
方体パッキング問題に対しては，表現できる直方体パッ
キングが最も少ないスライス木を用いた手法で十分で
ある [1] ことと同様に，3次元スケジューリング問題に
対しては，順列を用いた手法の中でも表現できる直方体
パッキングが最も少ないRotated STで十分であると考
えられる．
今後の課題は，他に良い隣接解の生成手法がないか，

別の制約が課された場合でも，用いる直方体パッキング
表現はRotated STで十分であるのか，他の直方体パッ
キング表現手法が 3次元スケジューリング問題に応用
できないか，などを検討することである．
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