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アブストラクト Carbon Nano-Tubeなどを構成要素とするナノ回路は，製造が比較的容易であることなどから，有望なアーキ

テクチャとして活発に研究されている．しかしながら，その微細さからナノ回路には欠陥が不可避であり，ナノ回路の耐欠

陥設計は大変重要な課題である．本稿では，ナノ回路の耐欠陥設計に関する二つの基本的な問題を取り上げ，付随するグラ

フ理論を紹介する．
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Abstract Nanocircuits consisting of materials such as carbon nanotubes have been extensively investigated as promising ar-

chitechures, since they are relatively easily manufactured. Owing to their small scale, however, nanocircuits are likely to

contain many defects, and defect tolerance is an essential issue in their design. We introduce two fundamental problems in the

defect-tolerant design of nanocircuits and survey the graph theory associated with the problems.
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1. は じ め に

現在主流の CMOS 集積回路に将来代わるものとして

CNT(Carbon Nano-Tube)などを構成要素とするナノ回路 (Nano-

Circuit)が最近注目されている．中でも規則的な構造をもつナノ

クロスバ回路 (Nano-Crossbar Circuit)は製造が比較的容易である

ことなどから，将来有望なアーキテクチャとして活発に研究さ

れている．しかしながら，その微細さからナノ回路には欠陥が

不可避であり，ナノ回路の耐欠陥設計が大変重要な課題である

ことが知られている．本稿では，ナノクロスバ回路の耐欠陥設

計に関する二つの基本的な問題のグラフ理論的な定式化を紹介

するとともに，その計算複雑度と付随する直交半直線交差グラ

フの理論を紹介する．

2. ナノクロスバ回路

ナノクロスバ回路は CNTなどから成る水平・垂直なナノワイ

ヤとそれらの交差点に配置されるプログラム可能なスイッチか

ら構成されるが，その模式図を図 1 に示す．欠陥がない場合に

は，図 2に示すようにスイッチを設定すると論理関数

F1 = X + XY
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スイッチ

ナノワイヤ

図 1 ナノクロスバ回路

を簡単に実現することができる．ここで，交差点の黒丸はスイッ

チがオンであることを示し，各垂直ナノワイヤにはその上のオン

であるスイッチで結ばれた水平ナノワイヤ上の論理変数の積項

が実現されるものとする．また簡単のために，論理関数 F の全

ての積項が実現されているとき，F が実現されていると言うこ

とにする．（論理和は，古典的な PLA(Programmable Logic Array)

と同じように，別のナノクロスバ回路で実現される．）

ところで，ナノクロスバ回路は大変微小なので，多くの欠陥

が存在することが知られており，耐欠陥設計が不可欠であると

言われている．以下では，欠陥がある不完全なナノクロスバ回

路上で論理関数を実現するための耐欠陥設計法を二つ紹介する．

ただし，欠陥のモデルも様々あるが，ここでは断線欠陥のみを
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図 2 論理関数 F1 の実現
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図 3 不完全なナノクロスバ回路 C1

仮定する．

3. 免欠陥部分ナノクロスバ回路

Tahoori は 2005 年の ICCAD で，規模が最大である欠陥のな

い部分ナノクロスバ回路を見つけて，その免欠陥部分ナノクロ

スバ回路の中で所望の論理関数を実現する耐欠陥設計法を提案

している（1）．例えば，図 3 に示すような不完全なナノクロスバ

回路 C1 には図 4に太線で示すような 2 × 2の欠陥のない最大部

分ナノクロスバ回路があるので，この中で図 4 に示すように論

理関数 F1 を実現することができる．一般に，論理関数 F が m

個の変数と n個の積項から成るとき，m× nの免欠陥部分ナノク

ロスバ回路が存在すれば，その上で F を実現することができる．

欠陥のない最大部分ナノクロスバ回路を見つける問題（免欠

陥部分ナノクロスバ回路問題）は以下のようにしてグラフの問

題として定式化できる．簡単のために，欠陥のない最大正方部

分ナノクロスバ回路を見つける問題を考えよう．まず，不完全

なナノクロスバ回路 C を 2 部グラフ GC で表現する．(Uh,Uv)

を GC の点集合の 2分割とする．Uh は水平なナノワイヤの集合

を表現し，Uv は垂直なナノワイヤの集合を表現している．水平
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図 4 免欠陥部分ナノクロスバ回路上での F1 の実現
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図 5 図 3 の回路 C1 の 2 部グラフ表現 GC1

図 6 完全 2 部グラフ K3,3

なナノワイヤと垂直なナノワイヤが交差するときかつそのとき

に限って対応する 2 点を辺で結ぶ．すなわち，二つのナノワイ

ヤの交差点のスイッチは辺で表現されている．図 5 に図 3 の不

完全なナノクロスバ回路 C1 の 2 部グラフ表現 GC1 を示す．欠

陥のない正方部分ナノクロスバ回路は GC の均衡 2 部クリーク

に対応していることに注意されたい．ここで，2部クリークとは

完全 2 部グラフ Km,n と同形な部分グラフのことである．また，

m = nのとき，2部クリークは均衡していると言う．完全 2部グ

ラフの例として図 6に K3,3 が示されている．

そこで我々の問題（免欠陥部分ナノクロスバ回路問題）は，不
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図 7 図 3 の回路 C1 上での論理関数 F2 の実現

完全なナノクロスバ回路を表現する 2 部グラフの点数最大の均

衡 2 部クリークを見つける問題（均衡 2 部クリーク問題）とし

て定式化できることが分かる．ところが，この均衡 2 部クリー

ク問題は NP困難であることがよく知られているので（2），（3），幾

つかの発見的手法が提案されている（1），（4）～（6）．

4. 耐欠陥論理マッピング

一方，Rao, Orailoglu, Karriは 2006年の DACで，論理関数を

不完全なナノクロスバ回路に直接マッピングして実現する耐欠

陥設計手法を提案している（7）．この手法は，欠陥のない最大部

分ナノクロスバ回路を見つける必要がないことに注意されたい．

例えば，図 3の不完全なナノクロスバ回路 C1 に論理関数

F2 = XY + XYZ + XZ

を図 7 に示すように実現することができる．しかしながら，図

3の不完全なナノクロスバ回路 C1 には 3 × 3の免欠陥部分ナノ

クロスバ回路がないので，前章の免欠陥部分ナノクロスバ回路

を見つけてその中に F2 を実現する方法は使えない．

論理関数を不完全なナノクロスバ回路に直接マッピングする

問題は以下のようにしてグラフの問題として定式化できる．ま

ず，論理関数 F を 2部グラフ HF で表現する．(Vv,Vc)を HF の

点集合の 2 分割とする．Vv は論理関数の変数の集合を表現し，

Vc は論理関数の積項の集合を表現している．論理変数が積項に

含まれているときかつそのときに限って対応する 2 点を辺で結

ぶ．図 8に論理関数 F2 の 2部グラフ表現 HF2 を示す．

論理関数 F の論理変数と積項をそれぞれ適当な水平ナノワイ

ヤと垂直ナノワイヤに割り当てて F を実現するので，「論理関数

F を不完全なナノクロスバ回路 C 上で実現できるための必要十

分条件は，GC が HF と同形な部分グラフを含んでいることであ

る」ということになる．

例えば，図 8の HF2 の点集合から図 5の GC1 の点集合への写

像 σ : V(HF2 )→ V(GC1 )を
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図 8 論理関数 F2 の 2 部グラフ表現 HF2

σ : X 7→ 4

σ : Y 7→ 3

σ : Z 7→ 1

σ : XY 7→ b

σ : XYZ 7→ a

σ : XZ 7→ f

と定義すると，点の隣接関係が保存されていることが分かる．す

なわち，

(u, v) ∈ E(HF2 )⇒ (σ(u), σ(v)) ∈ E(GC1 )

となっているので，GC1 が HF2 と同形な部分グラフを含んでい

ることを確かめることができる．ここで，V(G) と E(G) はそれ

ぞれグラフ G の点集合と辺集合を表している．図 7 の F2 の実

現はこの写像 σに基づいている．このような σを部分グラフ同

形写像と呼ぶことにする．

そこで我々の問題（耐欠陥論理マッピング問題）は，2部グラ

フの部分グラフ同形問題として定式化できることが分かる．こ

こでの部分グラフ同形問題は，与えられた 2部グラフ Gと H に

対して，G が H と同形な部分グラフを含んでいるときに部分グ

ラフ同形写像を求める問題である．ところが，この部分グラフ

同形問題も NP 困難であることがよく知られているので（2），幾

つかの発見的手法が提案されている（6）～（9）．

5. 計算複雑度

さて，よく知られているように，均衡 2 部クリーク問題も部

分グラフ同形問題も 2 部グラフに対して NP 困難であるわけだ

が，これが直ちに免欠陥部分ナノクロスバ問題と耐欠陥論理マッ

ピング問題が難しいことを意味するわけではないことに注意す

る必要がある．それは，不完全なナノクロスバ回路 C を表現す

る 2部グラフ GC は特別な 2部グラフだからである．

平面上の座標軸に平行な線分を点集合として，直交する二つ

の線分が交差するときかつそのときに限ってそれらの線分に対

応する点を辺で結んで得られるグラフを格子交差グラフ (Grid

Intersection Graph)と呼ぶ（10）．ただし，平行な線分は互いに交わ

らないものとする．格子交差グラフは特別な 2部グラフであり，

全ての 2 部グラフが格子交差グラフであるとは限らないことが

知られている（10）．定義から GC は格子交差グラフであるので，

GC は特別な 2部グラフであることが分かる．

更に，GC は特別な格子交差グラフであることも分かる．実は，
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図 9 半直線で表現したナノクロスバ回路
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図 10 長さ 14 の閉路

ナノワイヤは外部から制御されるので，ナノクロスバ回路の周

囲に届かないナノワイヤは使用することができない．例えば，図

3のナノワイヤ d は論理関数の実現に使用することができない．

ナノクロスバ回路の周囲に届くナノワイヤと届かないナノワ

イヤを区別するためにはどうしたらよいであろうか．一つの方

法としてナノクロスバ回路の周囲に届くナノワイヤを半直線で

置き換えることが考えられる．「ナノワイヤがナノクロスバ回路

の周囲に届くための必要十分条件は，そのナノワイヤを他のナ

ノワイヤとの交差関係を保存したまま半直線に延長できること

である」ということが簡単に分かる．図 3 の d 以外のナノワイ

ヤを半直線で置き換えたナノクロスバ回路を図 9に示す．

論理関数の実現に使用できるナノワイヤを半直線で置き換え

たナノクロスバ回路を表現する 2 部グラフは直交半直線交差グ

ラフ (Orthogonal Ray Graph) と呼ばれている（11）．以上の議論か

ら，GC は直交半直線交差グラフであるということになる．

直交半直線交差グラフは特別な格子交差グラフであり，全て

の格子交差グラフが直交半直線交差グラフであるとは限らない．

例えば，図 10 に示す長さ 14 の閉路は図 11 に示すように格子

交差グラフであるが，直交半直線交差グラフではない（11）．実際，

図 12 に示すように，長さ 12 の閉路は直交半直線交差グラフで

あるので，図 11の線分を図 12と同じように 1から順に半直線

で置き換えてみると，線分 14 を左右どちら向きの半直線で置

き換えても三つの半直線と交差してしまい閉路にならないので，

長さ 14の閉路は直交半直線交差グラフではないことが分かる．

以上のことから，免欠陥部分ナノクロスバ問題と耐欠陥論理

マッピング問題の計算複雑度は，それぞれ直交半直線交差グラ

フに対する均衡 2 部クリーク問題と部分グラフ同形問題の計算

複雑度に対応することが分かる．実は，後者はやはり NP困難で

あるが，前者は多項式時間で解けることが知られている（12）．こ
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図 11 長さ 14 の閉路に対応する線分の集合

図 12 長さ 12 の閉路に対応する半直線の集合

れらの結果の証明を本稿で説明するわけではないが，これらの

結果は直交半直線交差グラフの構造に依存しているので，次章

ではこの直交半直線交差グラフに関する基本的な事柄を紹介し

たいと思う．

6. 直交半直線交差グラフ

格子交差グラフは，その点に対応する線分が全て同じ長さで

あるとき，単位格子交差グラフ (Unit Grid Intersection Graph)と

呼ばれる（13）．また，単位格子交差グラフの点に対応する線分の

集合をその単位格子表現と呼ぶ．単位格子交差グラフは特別な

格子交差グラフであり，全ての格子交差グラフが単位格子交差

グラフであるとは限らないことが知られている（13）．

直交半直線交差グラフの点に対応する半直線の交差関係は，各

半直線の始点から十分に長い同じ長さで切り取った線分で保存

することができるので，直交半直線交差グラフは単位格子交差

グラフであることが分かる（11）．図 11の線分は同じ長さなので，

長さ 14の閉路は単位格子交差グラフでもあることが分かる．し

たがって，直交半直線交差グラフは特別な単位格子交差グラフ

であり，全ての単位格子交差グラフが直交半直線交差グラフで
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あるとは限らない．

単位格子交差グラフの各点に対応する線分の長さが 1 である

ものとする．このとき，以下のような直交半直線交差グラフの

特徴付けが知られている（14），（15）．すなわち，「単位格子交差グラ

フが直交半直線交差グラフであるための必要十分条件は，任意

の実数 ε > 0に対して，辺の長さ 1 + εの正方形の中に配置され

た単位格子表現があることである」というものである．これは

面白い特徴付けであると思うが，単位格子交差グラフの認識問

題が NP困難であることが知られているので（14）～（16），直交半直

線交差グラフの認識問題には応用できない．

直交半直線交差グラフに対してはその他に幾つかの必要条件

が知られている．例えば，前章で長さ 14の閉路は直交半直線交

差グラフではないことを述べたが，長さ 14以上の任意の閉路は

直交半直線交差グラフではないことが知られている．したがっ

て，「長さ 14 以上の閉路を誘導部分グラフとして含まないこと

は，直交半直線交差グラフであるための必要条件である」とい

うことが分かる（11）．

一方，特別な直交半直線交差グラフに対しては様々な特徴付

けが知られている．直交半直線交差グラフの点集合は平面上の 4

方向に延びる半直線の集合に対応しているが，水平な半直線が

全て右側に延びている場合には，3方向直交半直線交差グラフと

呼ぶ．また，水平な半直線が全て右側に延びていて，垂直な半

直線が全て上側に延びている場合には，2方向直交半直線交差グ

ラフと呼ぶ．

簡単に分かるように，長さ 4 の閉路は 2 方向直交半直線交差

グラフであるが，長さ 6 以上の任意の閉路は 2 方向直交半直線

交差グラフではないことが知られている（11）．また，「木が 2 方

向直交半直線交差グラフであるための必要十分条件は，それが

図 13に示されている木を部分木として含まないことである」と

いうことも知られている（11）．実は，2 方向直交半直線交差グラ

フに関しては，様々な特徴付けが知られている（11），（17），（18）．こ

こでは，円弧交差グラフ (Circular-Arc Graph)による特徴付けを

紹介する．一つの円上の円弧の集合を点集合とし，二つの円弧

が交わるときかつそのときに限って対応する二つの点を辺で結

んで得られるグラフを円弧交差グラフと呼ぶ（19）．例として，図

14 の円弧の集合に対応する円弧交差グラフを図 15 に示す．文

献（11）では，「2 部グラフが 2方向直交半直線交差グラフである

ための必要十分条件は，その補グラフが円弧交差グラフである

ことである」ということが示されている．ここで，グラフ G の

補グラフとは，点集合は G と同じで，G において辺で結ばれて

いない 2 点を辺で結んで得られるグラフのことである．円弧交

差グラフに対しては多項式時間の認識アルゴリズムが知られて

いるので（20），2 方向直交半直線交差グラフを認識するための多

項式時間アルゴリズムが得られることが分かる（11）．

3 方向直交半直線交差グラフの特徴付けは知られていないが，

「木が 3方向直交半直線交差グラフであるための必要十分条件は，

それが 2 方向直交半直線交差グラフであることである」という

ことが最近明らかになった（21）．また，長さ 4と 6の閉路は 3方

向直交半直線交差グラフであるが，長さ 8 以上の任意の閉路は

3方向直交半直線交差グラフではないことも知られている（21）．

図 13 2 方向直交半直線交差グラフではない木

a

b

c

d

図 14 円弧の集合

a b

c

d

図 15 円弧交差グラフ

上にも述べたが，直交半直線交差グラフに対して，多項式時

間の認識アルゴリズムを導くような特徴付けはまだ知られてい

ない．一方，木が直交半直線交差グラフであるための必要十分

条件は最近明らかになり，そのような木を認識するための線形

時間アルゴリズムも提案されている（21）．ちなみに，文献（22）で

は，各点に対応する半直線の向きがあらかじめ指定されている

直交半直線交差グラフを認識するための多項式時間アルゴリズ

ムが提案されている．

7. 交差 2部グラフの階層

集合の族 F を点集合として，F に属す集合 S ,T に対して，

S ∩T , ∅のときかつそのときに限って S と T を辺で結んで得ら

れるグラフを交差グラフ (Intersection Graph) と呼ぶ．格子交差

グラフや直交半直線交差グラフは交差 2 部グラフであるが，そ

の他にも様々な交差 2部グラフが知られている．図 16にそれら

の包含関係を示している．

長さ 6 以上の閉路を誘導部分グラフとして含まない 2 部グラ

フを弦 2部グラフ (Chordal Bipartite Graph)と呼ぶ．前章で述べ

たように，長さ 6 の閉路は 3 方向直交半直線交差グラフである

から，3 方向直交半直線交差グラフ族は弦 2 部グラフ族の部分

集合ではない．また，弦 2 部グラフ族が格子交差グラフ族の部

分集合でないことは文献（23）の結果から導くことができる．

2 方向直交半直線交差グラフ族に含まれる交差 2 部グラフ族

に関してはここでは説明しないが，例えば文献（24）を参照され

たい．

34 IEICE Fundamentals Review Vol.8 No.1



Bipartite Permutation Graphs

Biconvex Graphs

2-Directional Orthogonal Ray Graphs

Chordal Bipartite Graphs

(4-Directional) Orthogonal Ray Graphs

3-Directional Orthogonal Ray Graphs

Unit Grid Intersection Graphs

Grid Intersection Graphs

Convex Graphs

Interval Bigraphs

Bipartite Graphs

図 16 交差 2 部グラフの階層

8. む す び

直交半直線交差グラフ及び 3 方向直交半直線交差グラフの認

識問題の計算複雑度は興味ある未解決問題である．

ナノクロスバ回路の耐欠陥設計の他のアーキテクチャや最近

の展開に関しては，例えば文献（4）～（6），（8），（9），（25），（26）

を参照されたい．また，直交半直線交差グラフのその他の話題

に関しては，文献（16），（17），（22），（27）～（30）などを参照さ

れたい．

謝辞　図を作成して頂いた大学院生の高岡旭氏に深謝する．
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（21） I.Mustat, ă, K.Nishikawa, A.Takaoka, S.Tayu, and S.Ueno, “On or-
thogonal ray trees,”in preparation.

（22） S.Felsner, G.B.Mertzios, and I.Mustat, ă, “On the recognition of
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